7.4.4 Obecna rovnice roviny |

Piedpoklady: 7403

V minulé hoding jsme vytvofili parametrické vyjadieni roviny X = A+m+sv,t R, sUR.

Zjistovat z parametrického vyjadfeni roviny totoZnost nebo rovnob&Znost neni Zddny med =
zkusime najit jiny zptsob vyjadieni roviny.

Vime:
. , . » . . ina, tivodt),
e v prostoru neexistuje obecna rovnice primky (predminula hodina, spousta divod

* rovnice z =0 (podobna obecné rovnici piimky v roving) je rovnici soufadné roviny xy
= zkusime vytvofit obecnou rovnici roviny v prostoru.

Jiny zpiisob zadani roviny: smér, ktery je k roviné kolmy (normalovy smér, s jeho pomoci
jsme odvodili obecnou rovnici ptimky v rovin¢), a bod.

Jak pozndme, Ze bod X lezi v roviné p?

P
P

Vektor X — P je kolmy na normélovy vektor n = jejich skaldrni soucin je nulovy:
(X - P) [ =0 (stejné jako pfi odvozovani obecné rovnice piimky).

Pr.1: Je dan bod P a vektor n. Najdi rovnici, kterou splituji body roviny, kterd prochazi
bodem P a md normdlovy vektor n. Piiklad feS nejdiive konkrétn¢€ pro bod

P[—Z; 3; 2] a vektor n = (1; —1;4) a poté obecné do dvou sloupcti vedle sebe.

Body: X[x;y;z], P[—2;3;2]. Body: X[x;y;z], P[pl;pz;pz].

Vektory: (X—P)=(x+2;y—3;z—2), Vektory: (X—P):(x—pl;y—pz;z—p3),
n=(1;—1;4). n=(a;b;c).

Skaléarni soucin je nulovy: ( X —P)Gz =0. Skalédrni soucin je nulovy: (X —P)Bl =0.
(x+2;y-3;z-2)(,-1;4) =0 (x=piy=pssz=p;)(asb;c) =0
1[@x+2)—1[@y—3)+4(z—2)=0 a(x—pl)+b(y—p2)+c(z—p3)=0



x+2-y+3+47-8=0 ax—ap, +by—bp, +cz—cp, =0
x=y+4z-3=0 ax+by+cz—ap, —bp, —cp, =0
ax+by+cz+d=0

* Ke kazdé rovin¢ p v prostoru lze najit takova ¢isla a, b, ¢, d aby X [x; y; z] U praveé
kdyz ax+by+cz+d =0.

* Pro kazdou ¢tvefici redlnych ¢isel a, b, c, d, kde alespon jedno z Cisel a, b, ¢ je
nenulové, je mnoZzina vSech bodu X [x; y; z] , pro které plati ax+by+cz+d =0,

rovina.

Rovnice ax +by +cz+d =0, kde alespon jedno z ¢isel a, b, ¢ je nenulové, se
nazyva obecna rovnice roviny. Cisla a, b, ¢ jsou soufadnice normalového
vektoru n = (a;b;c) této roviny, Cislo d ziskdme dosazenim libovolného bodu

roviny do rovnice.

Pi.2: Najdi obecnou rovnici roviny 0, kterd je rovnob&Zznd s rovinou p z ptedchoziho

ptikladu a prochdzi bodem S [1;3; —2] . Porovnej rovnice obou rovin.

' Rovina je rovnob€Zznd = musi mit stejny normélovy vektor (nebo ndsobek normalového
. vektoru) jako rovina p.

n=(1;—1;4) = rovnice x—y+4z+d =0
Dosadime bod S[1;3;-2]: 1-3+4(-2)+d =0.
- d=10

o:x—y+4z+10=0

Pr.3: Najdi obecnou rovnici roviny ABC: A[2;1;3] , B[3;3; 1] , C[1;2;5] . Dosazenim vSech

bodi do rovnice zkontroluj spravnost vysledku.

' Problém: nemdme normalovy vektor.

- Co médme?

Tii body, z nichz miZeme spocitat dva smerové vektory, které nejsou rovnob€zné, normélovy
' vektor je na oba kolmy = normadlovy vektor mizeme spocitat pomoci vektorového soucinu.
- Uréime dva smérové vektory:

u=B-A= (1;2;—2)

v=C-A=(-112)

Cuxy =(4+2,2-21+2)=(6,0;3) = n=(2:0;1)

' Rovnice: 2x+z+d =0.

- Dosadime bod A: 2[2+00+3+d =0 = d =-7.

- Rovina ABC mé rovnici: 2x+z-7=0.

- Zkusfme dal3i body: B[3;3;1]: 23+1-7=0 C[;2;:5]: 20+5-7=0.



Pr.4: Najdi obecnou rovnici roviny 0, kterd je kolma na piimku
p ={[1 -1;3-2¢t; 3t] O R} a prochazi bodem A[l; 2;3] . Ur¢i, zda v roviné p lezi
body K[0;2;-2] a L[-2;1;3].

Rovina p je kolmé na ptimku p = smérovy vektor piimky p je normalovym vektorem
roviny p = n, =(1;2;—3).

Rovnice roviny: x+2y-3z+d =0.

- Dosadime bod A[1;2;3]: 1+22-3B+d =0 = d =4.

pix+2y-3z+4=0.

Dosadime bod K [0;2;-2]: 0+22-3[{-2)+4=14#0 = bod K nelez{ v rovin& p.
Dosadime bod L[-2;1;3]: ~2+20-33+4=-5%0 = bod L nele v rovin& .

Pr.5: Najdi obecnou rovnici roviny ABC: A[l;l; —2] , B[1;3; —3] , C [O;l;l] . Dopocitej
soufadnice bodu M [0; 7 2] aN [?;1; ?] tak, aby oba body leZely v roviné¢ ABC.

Normalovy vektor ziskdme vektorovym sou¢inem dvou smérovych vektort roviny.
u=B-A=(0;2;-1)

v=C-A=(-1;0;3)

Cuxy =(6-0;1-0;0-(-2)) = (21:2) = n=(61;2)

- Rovnice: 6x+y+2z+d=0.

' Dosadime bod C[0;1;1]: 6 +1+20+d =0 = d =-3

Obecnd rovnice roviny ABC: 6x+y+2z-3=0.

Dosadime bod M [O;y;2] :60+y+2[2-3=0 = y=-1 = soufadnice bodu M [O;—1;2] .
Dosadime bod N[x;l; z] :6x+1+2z-3=0 = 3x+z=1 = nekonecné¢ mnoho mozZnosti

. pro soufadnice bodu N = zvolime soufadnici x a z dopoc¢itime x=0 = z=1 =
- soufadnice bodu N [O;l;l] )

Dodatek: Volbu hodnoty x-ové souradnice mizeme provést také obecné a ziskat tak vSechna
moznd feSeni pro hleddni soufadnic bodu N: x =t = z=1-3t = soufadnice

bodu N[t;1;1-3¢],# OR. Nalezené body tvoif ptimku leZic{ v rovin& ABC.

PF.6:  Najdi prisecik roviny p:2x+y+2z-2=0 s piimkou p ={[1+#-2:3~2].rOR} .

- Prise¢ik — bod, ktery vyhovuje rovnicim obou ttvarti = fe$ime soustavu ¢tyf rovnic o
. Ctyfech neznamych:

x=1+t¢

y=-2 ) e
3-2 = dosadime z prvnich tii rovnic do Ctvrté rovnice.

z=5—2t

2xty+2z-2=0
C2(1+1)-2+2(3-21)-2=0



C2+2t=2+6-41-2=0

' 4-2t=0 = =2

- Dopoéteme soufadnice priseciku:

S x=1+r=1+42=3

L y=-2

z=3-2r=3-22=-1

- Pifmka p se s rovinou p protind v bodé P[3;—2;—1].

Pr.7: Jsou dany piimky p={[1—t;3—2t;3t];tDR} a q={[—t;3;2+t].tDR}.Najdi

obecnou rovnici roviny 0, kterd obsahuje pifimku p a je rovnobé&Zzna s ptimkou g.

' K sestaveni obecné rovnice roviny potiebujeme normélovy vektor a bod (nejlepsi pifpad)

- nebo dva smérové vektory a bod.
. » Rovina obsahuje pfimku p = smérovy vektor ptimky p je také smérovym vektorem

| roviny.
'+ Rovina je rovnob&’n4 s piimkou ¢ = smérovy vektor piimky ¢ je také smérovym
o vektorem roviny.
u=u,= (—1;—2;3)
v=u,=(-101)
Cuxy=(2-0;-3+1,0-2) =(-2,-2-2) = n=(LL1)
' Rovnice: x+y+z+d =0.
' Dosadfme bod P[1;3;0]: 1+3+0+d =0 = d=—4

1 Obecnd rovnice roviny p:x+y+z-4=0.

Pedagogicka poznamka: U predchoziho piikladu jsou tradi¢n€ nejvetsi problémy
s pfedstavou o zadani. Snazim se, aby si studenti samostatn¢ bez mého vybizeni
situace modelovali pomoci tuzZek a seSita.
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Pi.8:  Petikovi:
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Shrnuti: Rovinu v prostoru miizeme popsat pomoci obecné rovnice ax+by +cz+d =0.
Tato rovnice ma analogické pouZiti jako obecnd rovnice ptimky v roving.



